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  درآمد. 1

 در بررسي و به. آيند ويژه فيزيك، و علوم مهندسي به شمار مي مشتق و انتگرال دو ابزار اساسي براي علوم پايه، به

هاي  روش) 2(درك مفهوم مشتق و انتگرال، و ) 1: (ي متفاوت سروكار داريم ستن اين دو ابزار، با دو شاخهب كار

  .از موضوع است ن نوشتار دست يافتن به دركي بنيادينگيري؛ و مقصود من از نگاشتن اي انتگرالگيري و  مشتق

همچنين در برخي از  .ها را در نظر گرفتم كلي، مثالدر اين نوشتار هر جا كه لازم بوده است به جاي بحث 

  .ام تا به سادگي مطلب آسيبي نرسد ها دقيق عمل نكرده بخش

  

  مشتق )2

توجه كنيد كه اين گزينش از آن روي انجام شد كه . كنيم براي بررسي مشتق، موضوع را از تعريف آن آغاز مي

حتي اگر اين بيان دقيق نباشد در هدفي ! اي از يك تجربه م و نه نتيجهبه عنوان موجودي مستقل بپذيريمشتق را 

  .كند كنيم خللي وارد نمي كه دنبال مي

  

  مشتق تعريف) 2-1

  تعريف مشتق عبارت است از

)1(    ( ) ( )
( ) lim

x

f x x f x
f x

x∆ →

+ ∆ −
=

∆0
'  

  .كنيم تك اجزاي اين رابطه را معرفي مي تك .د استفاده شده استكه در آن از ابزار ح

  هايي مجاز است؛ تابعي است كه داراي خروجي: f) آ(

را ارائه ) آ(هاي مجاز نامبرده در بند  به ازاي هر مقداري از آن، خروجي fمتغير مستقلي است كه تابع : x) ب(

  دهد؛ مي

  اوليه؛ xمتغير مستقل نسبت به ) هاي دگرگوني(مقدار تغييرات : x∆) پ(

  ؛xدر  fمقدار تابع : f(x)) ت(

  ؛x+ ∆xدر  fمقدار تابع : f(x+ ∆x)) ج(

  .xي  در نقطه fمشتق تابع : f'(x)) چ(

  

  مشتق ي هسته) 2-2

  عبارت  در نخستين گام،

)2(      ( ) ( )f x x f x

x

+ ∆ −

∆
  

  توان آن را به صورت شناسيم و مي مي »ي مشتق هسته«در اين نوشتار، اين عبارت را با نام . كنيم ميرا تحليل 
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)3(      ( ) ( )f u f x

u x

−

−
  

ي مشتق از  بينيد، هسته طور كه مي همان. است u-x=∆xو در نتيجه  u=x+∆x، )3(ي  در رابطه. هم نوشت

  .تشكيل يافته است» xنسبت به تغييرات متغير مستقل  fكسر تغييرات تابع «

فرض . دهد ترازو وزن اين جعبه را نشان مي. اي خالي را در نظر بگيريد كه بر روي يك ترازو قرار دارد جعبه

ها را در جعبه  اند كه اين سيب ه شده است و از شما خواستهكنيد كه تعداد زيادي سيب در اختيار شما قرار داد

ثانيه يك بار ثبت كند و جدولي همانند  2دهد هر  زمان وزني كه ترازو نشان مي قرار دهيد و شخص ديگري هم

ها را نامساوي  توان بازه اي به دلخواه انجام شده است؛ حتي مي ثانيه 2ي  انتخاب بازه .را تهيه كند) 1(جدول 

  .رگزيدب

  a b  c d  e f g h i 

  17  16  14  13  13  13  12  11  10  وزن

  16  14  12  10  8  6  4  2  0  زمان

  )1(جدول 

با گذر  كه ي استدهد تابع و وزني كه جعبه نشان ميدر نظر بگيريد،  )متغير مستقل( xاين نمونه، زمان را در 

هاي زماني  براي بازه هاي وزن جعبه نسبت به زمان را حال اگر كسر دگرگوني ).f(x)(كند  زمان تغيير مي

[a,b]،[b,c]،[c,d]،[d,e]، [e,f]،[f,g]،[g,h]،[h,i]،  و[a,i] بنويسيم خواهيم داشت:  

b a c b d c

b a c b d c

g fe d f e

e d f e g f

h g i ai h

h g i h i a

f f f f f f

x x x x x x

f ff f f f

x x x x x x

f f f ff f

x x x x x x

− − −
= = = = = =

− − −

−− −
= = = = = =

− − −

− −−
= = = = =

− − −

11-10 1 12-11 1 13-12 1

2-0 2 4-2 2 6-4 2

13-13 13-13 14-13 1
0 0

8-6 10-8 12-10 2

16-14 17-16 1 17-10
1

14-12 16-14 2 16-0
= =
7

0,4375
16

)4(  

بينيد،  طور كه مي همان. ي كلي فرايند در نظر گرفته شده است در بازه xدر عمليات آخر، دگرگوني متغير مستقل 

ي  به دست آمده براي بازه 0�4375در بيشتر كسرها حاكم است؛ پس دور از ذهن نيست كه مقدار  0�5مقدار 

ع وزن تغييرات وزن نسبت به تغييرات زمان بيانگر مشتق تاب«در اين نمونه، . نزديك باشد 0�5به اين مقدار كلي 

  .»نسبت به زمان است

لحاظ شود، كه البته » دقت«هاي مشتق نوعي  شود كه در خروجي موجب مي) 1(ي  حدگيري مطرح شده در رابطه

تر براي ما  هاي كوچك x∆در واقع، چون مشتق تابع در  !اين اعمال دقت بخشي از تعريف خود مشتق است

. از اهميت كمتري برخوردارند ،در اين مثال 0�4375مانند  ها، كنيم و ميانگين را اعمال مي تر هستند اين حد مهم

، مقدار مشتق وزن x=10تا  x=6ي  كند كه در بازه اقتضا مي» ي كلي ميانگين بازه«براي نمونه، در اين مثال، 
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براي مشتق وزن در اين  تر صفر قدار دقيقاي م ثانيه 2تر  هاي دقيق گيري باشد اما در اندازه 0�4375تقريبا برابر با 

 .به دست آمده است بازه

كند؛ هر  مشتق، در واقع، شدت تغييرات را بيان مي«يابيم كه  با بررسي اين مثال به اين نكته دست مي

اين . »تر است ش بيشتر باشد، مشتقش بزرگهاي متغير مستقل نسبت به دگرگونيچه تغييرات تابع 

اكنون آن را  اي كه هم نمونه(ند شدت خروج گاز از يك محفظه، شدت تغييرات وزن توا شدت تغييرات مي

  .باشد... و  ،)شدت تغييرات مكان(، سرعت )بررسي كرديم

  

  هاي مشتق نمادگذاري) 2-3

  :دهيم نشان مي نماد اين سهبا  مشتق را

)5(      , , '
df

x f
dx

•  

، با اين )1(ي  توان از طرف راست معادله را مي df/dx. تر است تر و منعطف ساده df/dxتر و  مرسوم 'fكه البته 

را  ∆عمل حدگيري، فشرده شدن . ، به دست آوردf=f(x+ ∆x)-f(x)∆است و  ∆ي  شده فشرده dفرض كه 

 .كند تضمين مي

  

  تعبير فيزيكي مشتق) 2-4

تابع مكان جسم . مشتق تابع مورد نظر است» تعبير فيزيكي«كند  در فهم مشتق ايجاد ابهام ميگهگاه موضوعي كه 

كنيم و  تعبير مي» سرعت«را به » مشتق مكان نسبت به زمان«شايد از خود پرسيده باشيد كه چرا را در نظر بگيريد؛ 

 اي است كه سرعت به گونه تعريف فيزيكيتوان گفت كه  در پاسخ مي. شود اين تعبير فيزيكي از كجا ناشي مي

است كه با شدت تغييرات مكان متناسب است و » سرعت«اين . است» مشتق مكان نسبت به زمان« ارز هم

ي مشهور  بيان رياضياتي اين توضيح، رابطه. طور كه گفته شد مشتق هم شدت تغييرات هر كميتي است همان

  :سرعت جسم است

)6(    dx
v

dt
=  

  .مشتق مكان نسبت به زمان -است ) در گذر زمان(شدت تغييرات مكان  dx/dtكه در آن 

شتاب جسم . شود اي است كه از مشتق سرعت حاصل مي ي ديگر، شتاب جسم است كه تعريف آن به گونه نمونه

؛ از a=dv/dtمشتق سرعت نسبت به زمان يا  -است ) در گذر زمان(ارز با شدت تغييرات سرعت جسم  هم

رعت از مشتق مكان نسبت به زمان به دست آمده است شتاب را مشتق دوم مكان نسبت به زمان آنجا كه خود س

  . ناميم مي

  

  



  www.Khorshidvash.com/      مطلق مهدي عباسيان: ارندهگن/    مشتق و انتگرالفهوم م 

�  

 

  انتگرال. 3

  :را به ياد بياوريد) 1( ي رابطه. كنيم از مبحث مشتق شروع مي موضوع انتگرال را

( ) lim
x

f
f x

x∆ →

∆
=

∆
'

0
  

  دهيم، يعني مشتق قرار مي ي هسته در اين بخش هم تمركز خود را بر روي

)7(    ( )
f

f x
x

∆

∆
' �  

ي  خوبي آشناست، از رابطه به) v(و سرعتش ) x(براي درك بهتر موضوع، به دليل آن كه خواننده با مكان جسم 

  .كنيم استفاده مي) 7(ي  زير به جاي رابطه

)8(    x
v

t

∆
=

∆
  

در  xدر واقع، . شما را به اشتباه نياندازد) 7(در مخرج  x∆با ) 8( در صورت x∆دقت كنيد كه شباهت ظاهري 

  .است) 7(در صورت كسر  f=f(x)ارز  را دارد كه هم x=x(t)مفهوم ) 8(صورت 

كه سرعت ثابت باشد گيريم  ر ميظتر شدن موضوع، حالتي را در ن باز هم براي سادهدر اين مرحله، 

)v=const .(ي  رابطه)كنيم اين صورت بازنويسي مي را به) 8:  

)9(    v t x∆ = ∆  

  .و نموداري را ترتيب داد توان چنين جدول ي زماني مختلف ميها به ازاي بازه

∆t=t-to است و  

  to=0با فرض 

∆x 0  v2  v4 v6 v8 v10  v12 v14  v16 v18 v20 

∆t 0  2  4  6  8  10  12  14  16  18  20  

  )2(جدول 

  

  

  
  )1(نمودار 
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 16و از  v2ثانيه مقدار  16تا  10، از vثانيه مقدار  10تا  0از ) 9(ي  در رابطه vكنيم كه  فرض مي ي دوم در مرحله

  در اين صورت. داشته باشد v3ثانيه مقدار  20تا 

∆t=t-to  است

  و

  to=0با فرض 

∆x 0  v2  v4 v6 v8 v10  +v10  

v2×2 

+v10  

v2×4  

+v10  

v2×6 

+v10  

+v2×6  

v3×2  

+v10  

+v2×6  

v3×4 

∆t 0  2  4  6  8  10  12  14  16  18  20  

  )3(جدول 

  
  )2(نمودار 

  

  :يابيم ي اساسي دست مي نمودار به دو نكتهاز بررسي اين دو جفت جدول و 

 – آيد ي زماني به دست مي جايي در آن بازه اش جابه ي زماني در سرعت مربوطه ضرب هر بازه از حاصل) 1(

v∆t=∆xي كافي بزرگ، سرعت ثابت نباشد،  ي زماني به اندازه اي كه اگر در يك بازه ، به گونه∆x  كل برابر

  ، يعني»در هر يك از آنها ثابت است vكه  ي مربوط به هر كدام vها در t∆ ضرب  مجموع حاصل«است با 

)10(    
( ) ( ) ... ( )

( )

T i i

T i i

i

x v t v t v t

x v t

∆ = ∆ + ∆ + + ∆ →

∆ = ∆∑
1 1 2 2

  

  .مقايسه كنيد مشتقي  ناميم؛ آن را با هسته ي انتگرال مي اين گزاره را هسته

ارز با مساحت زير  ها، هم x∆ها، و در نتيجه  v∆tيابيم كه  اش در مي ي هر نمودار با جدول مربوطه با مقايسه) 2(

در ذهن خود » ذات انتگرال«ها از  اين گزاره همان تصوري است كه بسياري از ما تا مدت. هستند vمنحني 

  .از انتگرال است ظاهري برداشتداريم، در حالي كه اين گزاره تنها يك 

  .نند اين نمودار، را بيابيمهنجار، ما مربوط به يك نمودار بي x∆ايم كه بتوانيم  اي رسيده اينك به مرحله
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  )3(نمودار 

  

را بسيار كوچك كرد، به  t∆هاي  تقريبا در هيچ زماني مقدار ثابتي ندارد ولي اگر بتوان بازه vدرست است كه 

  .شود در تعريف انتگرال آشكار مي كارگيري مفهوم حد اينجاست كه لزوم به. رسيم اين مقصود مي

)11(    
lim ( )

T i i
t

i

x v t
∆ →

∆ = ∆∑
  يا    0

lim ( )
T i i

i
i

x v t
→∞

∆ = ∆∑  

 ∆را  dدر نظر گرفت كه در آن  dtاندازه و برابر با مقدار  توان همه را يك مي ها بسيار كوچك هستند t∆چون 

داريم با اين  برمي vرا از  iزيرنويس . گذاريم فرانسيل را بر آن ميگيريم و نام دي ي بسيار كوچك در نظر مي

به اين  11ي  با اين توضيح رابطه. دهيم اش ارتباط مي مربوطه dtرا به  vهر  توانيم مي شرط كه مطمئن باشيم

  .شود صورت بازنويسي مي

)12(    
T

x vdt∆ = ∫  

، و يا S ،Aنمادهاي  xT∆به جاي . استيكسان ايم و معنايشان تقريبا  به كار برده ∑را به جاي  ∫كه در آن نماد 

X ي  توان رابطه را براي مورد خاص سرعت و تغيير مكان به دست آورديم و مي) 12(ي  رابطه. رود هم به كار مي

  :كلي را اينگونه نوشت

)13(    ( )A F x dx= ∫  

  .است f(x)مشتق تابع  F(x)كه در آن 

  

  ي مشتق و انتگرال رابطه) 3-1

انتگرال «: ي معروف است گيريم اين جمله مي v=dx/dtو ) 12(ي  ي رابطه اي كه از مقايسه نخستين نتيجه

  .»معكوس مشتق است

:  x vdt= dx  و  ∫
v

dt
=  

  ، يعني»رسيم مي xبه  vرسيم و با انتگرال گرفتن از  مي vبه  xبا مشتق گرفتن از «
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  ي مبحث انتگرال نتيجه) 3-2

چكي از ي كو تابع در بازه موردنظر ريدامقي  همهضرب  مجموع حاصل« انتگرال يعني ي بحث اين كه نتيجه

  .»ثابت باشد اش ي مربوطه ، به شرط آن كه مقدار تابع در بازههاي متغير مستقل مربوط به هر مقدار تابع دگرگوني

  .ع به استدلال مطرح شده براي تعبير فيزيكي مشتق مراجعه كنيدانتگرال هر تاب» تعبير فيزيكي«ي  درباره

تنها . ي اول به دست آمد آموزنده است كه از نمونه» جعبه نسبت به تغيير زمان تغييرات وزن«ي انتگرال  محاسبه

  :كنيم مورد اول و آخر را بررسي مي

)14(    b a i a

b a i a

f f f f

x x x x

− −
= = = = =

− −

11-10 1 17-10 7
0,4375

2-0 2 16-0 16
  

  

  توان آن را تقريبا برابر با خود مشتق در نظر گرفت؛ در نتيجه ي مشتق است و مي هسته f/∆x∆كسر 

)      .است dx≈∆x=2كه در آن  ) ( )
ab ab

F x f x= =' 0,5  

)      .است dx≈∆x=16كه در آن  ) ( )
ai ai

F x f x= =' 0,4375  

  

  داريم، A=∑Fi(∆x)iارز تقريبي آن،  ، يا همA=∫F(x)dx، )13(ي  با توجه به رابطه
( ) ( )ab b a ab abA f f F x F x= − = ∆ = × ∆ = =∑ 1 1

1

0,5×2 1  

  )abي  ثانيه 2در مدت  تغيير وزن جعبه(
( ) ( )ai i a ai aiA f f F x F x= − = ∆ = × ∆ = =∑ 1 1

1

0,4375×16 7  

  )ي كل هثاني 16در مدت  تغيير وزن جعبه(

  

توانستيم با جمع كردن  را مي Aai! داشت خواني دارد و بايد مي هم) 14(هاي  هاي رابطه f∆كه با مقدار 

  :)10(ي  رابطه - اي هم به دست آوريم نيهاث 2هاي  ي بازه ضرب همه حاصل

( )
ai i a i i

i

A f f F x= − = ∆ = × + × + × + × + × + × + × + × =∑
1 1 1 1 1
2 2 2 0 2 0 2 2 1 2 2 7

2 2 2 2 2
  

  



  www.Khorshidvash.com/      مطلق مهدي عباسيان: ارندهگن/    مشتق و انتگرالفهوم م 

٩  

 

  فرجامچكيده و . 4

هاي متغير مستقلش بيشتر باشد،  كند؛ هر چه تغييرات تابع نسبت به دگرگوني مشتق، شدت تغييرات را بيان مي

شود؛ براي  ناشي مي F(x)آن  تعريف فيزيكيهر تابع از  ،F(x)، مشتق» تعبير فيزيكي« .تر است مشتقش بزرگ

مشتق پس  »شتق شدت تغييرات هر كميتي استم« چونو  با شدت تغييرات مكان متناسب است» سرعت«نمونه 

  .بيانگر سرعت خواهد بود مكان نسبت به زمان

هاي متغير مستقل  ي كوچكي از دگرگوني تابع در بازهي مقادير موردنظر  ضرب همه انتگرال يعني مجموع حاصل

ارز  هم F(x)انتگرال هر تابع  .ثابت باشد اش ي مربوطه مربوط به هر مقدار تابع، به شرط آن كه مقدار تابع در بازه

ذات «ها از  اين گزاره همان تصوري است كه بسياري از ما تا مدت. ي آن تابع است F-xبا مساحت زير منحني 

  .تنها يك برداشت ظاهري از انتگرال استر ذهن خود داريم، در حالي كه د» انتگرال

تعبير . xبه  vرسيم و با انتگرال گرفتن از  مي vبه  xبا مشتق گرفتن از براي نمونه،  .انتگرال معكوس مشتق است

  .دشو اي تعبير فيزيكي مشتق توصيف مياستدلال مطرح شده بر افيزيكي انتگرال هر تابع ب

  

  

  

  

  

 
 

  


